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Ziel der Vorlesung

Uberblick

< Zusicherungskalkiil: formale Beweismethode fiir
Programmeigenschaften

< Zuweisungsaxiom

< Inferenzregeln fiir
¢ bedingte Anweisungen

+ Abschwichungen von Bedingungen
¢ while-Schleifen

¢ Terminierung fiir Schleifen
< formale Beweise

< Methode der eingestreuten Zusicherung
+ partielle vs. totale Korrektheit

< ein groBes Beispiel: Verifikation von bubbleSort
< Vor- und Nachteile des Zusicherungskalkiils
Copyright 2001 Bernd Briigge, Christian Herzog Einfiihrung in die Informatik I TUM Sommersemester 2001

11/13.62001 2

< Sie verstehen das Konzept des Zusicherungskalkiils.

< Sie konnen Eigenschaften kleiner Programme formal beweisen.

% Sie konnen die Methode der eingestreuten Zusicherungen
anwenden..

< Sie verstehen, wie man Vertrige des Spezifikationsmodells mit Hilfe
des Zusicherungskalkiils verifizieren kann.

+ Sie kdnnen Vor- und Nachteile der Verifikation von Vertridgen

gegeniiber der Kontrolle der Einhaltung von Vertragen durch
Ausnahmen abschétzen.
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Wiederholung: Vertragsbriiche

« Ursachen fiir Vertragsbriiche:
¢ Entwurfsfehler
¢ Benutzungsfehler
* Implementierungfehler

+ Was machen wir bei Vertragsbriichen?

¢ Wir leben mit ihnen (wihrend der Laufzeit)
+ z.B. mit Hilfe von Ausnahmen

¢ Wir verhindern sie (wiahrend der Entwicklung)
+ z.B. durch Programmuverifikation

+» In dieser Vorlesung konzentrieren wir uns auf die Vermeidung von
Implementierungsfehlern durch Verifikation
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Verifikation bei imperativen Programme

« In Infol haben wir nur Eigenschaften funktionaler Programme
bewiesen (partielle Korrektheit, Terminierung).

< Wesentlich neuer Aspekt bei der imperativen Programmierung ist der

Programmzustand.
g Der Zustand eines Programmes ist die
i : Menge der Werte seiner Variablen.
Erinnerung an Infol: g

< Wenn wir Eigenschaften imperativer Programme beweisen wollen,
dann wollen wir in der Regel nachweisen, dass das Programm einen
gegebenen Anfangszustand in einen gewlinschten Endzustand
uiberfiihrt.
< Anfangs- und Endzustand werden durch Pridikate beschrieben:
¢ der Anfangszustand wird durch die Vorbedingung,
¢ der Endzustand durch die Nachbedingung charakterisiert.

% Im sog. Zusicherungskalkiil wird die Wirkung eines Programmes
dadurch beschrieben, wie sich das Programm auf die Giiltigkeit von
Pradikaten auswirkt.
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Beispiel: Wirkung der Zuweisung

.

» Fragestellung:

* Wie wirkt sich der Zustandsiibergang durch eine Zuweisung auf die
Giltigkeit von Pradikaten aus?

RS

» Beispiel einer Zuweisung: x=7;
¢ Da im Zustand davor 7> 5 gilt, gilt nachher auch: x>5
+ Wenn im Zustand vorher y+z <7 gilt, dann danach: y + z<x

+ salopp formuliert:
was im Zustand vor der Zuweisung fiir 7 gilt, gilt nachher fiir x.

RS

s Allgemeine Form der Zuweisung: x=A;
+ x ist dabei eine Variable, A ist ein Ausdruck.

+ salopp formuliert:
was im Zustand vor der Zuweisung fiir A gilt, gilt nachher fiir x
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Beschreibung der Wirkung der Zuweisung

DS

> 1. Versuch, die Wirkung von x = A; formal zu beschreiben:

¢ ist Q ein Pridikat, das im Zustand vor der Ausfiihrung von
x=A; gilt.
+ Dann muss man zur Charakterisierung des Zustandes nach der
Zuweisung in Q jedes Auftreten von A durch x ersetzen.

¢ leider haben wir dazu kein formales Mittel!
- 2. Versuch - diesmal anders herum:

oS

¢ ist R ein Prédikat, das im Zustand nach der Ausfiihrung von
x =A; gilt.
+ Dann muss man zur Charakterisierung des Zustandes vor der
Zuweisung in R jedes Auftreten von x durch A ersetzen.

- Das bedeutet also:

¢ Gilt im Zustand vor der Ausfilhrung der Zuweisung x = A; das
Pradikat R[A/x],

¢ dann gilt im Zustand danach das Pradikat R

Copyright 2001 Bernd Briigge, Christian Herzog

ot

Einfiihrung in die Informatik Il TUM Sommersemester 2001 13,6200 7

Der Zusicherungskalkiil (C.A.R Hoare / R. Floyd)

% Im Zusicherungskalkiil ist {R[A/x] } x=A {R} eine wohlgeformte
Formel.

< Der Zusicherungskalkiil ergéinzt die Pradikatenlogik um Formeln der Art
{Q}S{R}
+ Dabei sind Q und R Pradikate der Pradikatenlogik

¢ S ist ein Programm(stiick), z.B. eine Zuweisung oder der Rumpf einer
Methode.

¢ In den Pradikaten Q und R diirfen Programmvariablen aus S auftreten
(als freie Variablen).

< Wenn die Formel { Q } S { R} gilt, bedeutet das:

* Wenn S in einem Zustand ausgefiihrt wird, in dem das Préadikat Q gilt,
dann gilt im Zustand nach Ausfithrung von S das Pradikat R.

< Q und R sind Vor- und Nachbedingung von S.
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Der Zusicherungskalkiil

< Der Zusicherungskalkiil ist eine Logik, die
¢+ die Pradikatenlogik (in den Vor- und Nachbedingungen Q und R),

¢ den Zustand eines Programmes (durch Programmvariable als freie
Variable der Pradikate)
¢ und Programm-Code (im Programmstiick S) verbindet.

< Im Zusicherungskalkiil kann formal bewiesen werden, dass ein Programm
seine Spezifikation erfiillt (Verifikation).

< Es kann z.B. bewiesen werden, dass die Implementierung einer Methode
den OCL-Vertrag erfiillt.

< Fiir das formale Beweisverfahren miissen wir die Pradikatenlogik jedoch
noch ergénzen

¢ um Axiome der Art {Q} S{R}

¢ und um Inferenzregeln, mit denen aus pradikatenlogischen Formeln
und aus Formeln der Art {Q } S; { R} andere Formeln der Art { Q }
S { R} abgeleitet werden konnen.
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Induktive Vorgehensweise im Zusicherungskalkiil
Zur Ableitung der Formel {Q } S { R} gehen wir induktiv {iber den
Aufbau von S vor:
« Wir betrachten S grundsétzlich als eine Anweisung.
< Dabei kann S eine
¢ einfache Anweisung sein (z.B. Zuweisung) oder

¢ eine zusammengesetzte Anweisung, die selbst wieder
Anweisungen S, enthilt (z.B. eine bedingte Anweisung).
< Wir beschrinken uns in dieser Vorlesung auf
¢ Zuweisung
+ Anweisungsfolge
¢ bedingte Anweisung und
¢ while-Schleife.
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Ableitungen im Zusicherungskalkiil

< Zuweisungen liefern im Zusicherungskalkiil Axiome, also Formeln,
die als wahr vorausgesetzt werden (siche Infol).
¢ Die Formel {R[A/x]}x=A {R} wird fiir alle Pradikate R, fiir
alle Programmvariablen x und fiir alle korrekten Ausdriicke A
vom selben Typ wie x als wahr vorausgesetzt.

Zuweisungsaxiom

AA/X]} x=A{R}

Vorbedingung der Nachbedingung der
Zuweisung Zuweisung

< Zusammengesetzte Anweisungen liefern Regeln (Inferenzregeln),
wie aus der Giiltigkeit von Formeln fiir einzelne Teil-Anweisungen
auf die Giiltigkeit der Formel fiir die Gesamtanweisung geschlossen
werden kann.
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Regel fiir die Anweisungsfolge (sequentielle Komposition)
< S sei nun eine Folge aus zwei Anweisungen: S;;S,;

<+ Welche neue Inferenzregel wiirden wir zur Herleitung der Formel
{Q1}S;;S, {R} vorschlagen?

< Als Voraussetzungen bieten sich an:
¢ eine Formel fiir S,, die Q als Vorbedingung hat,
¢ eine Formel fiir S,, die R als Nachbedingung hat,
+ wobei die Nachbedingung fiir S, zugleich die Vorbedingung fiir S,
ist.
< Im Zusicherungskalkiil werden genau diese Uberlegungen formalisiert:

Regel fiir die {Q}S, {7} {Z}S, {R}
sequentielle Komposition {Q}S;:S, {R}

Sprich: Wenn fiir S, die Formel { Q } S, { Z } gilt
und fiir S, die Formel {Z } S, { R} gilt,
dann gilt fiir S;;S, die Formel {Q } S;;S, {R}

Einfiihrung in die Informatik Il TUM Sommersemester 2001 1/13.62000 12
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Beispiel: die swap-Anweisungsfolge
< Betrachten wir folgendes Programm, das den Inhalt zweier Variablen a
und b vertauscht (swap):
temp = a; a=b; b= temp;

< Wir wollen nun formal beweisen, dass nach Ausfiihrung dieses
Programmes b >a gilt, wenn voher a > b galt.

< Wir suchen also einen Beweis (eine Herleitung) fiir die Formel
{a>b}temp=a; a=b;b=temp; {b>a}:
¢ Zunidchst suchen wir fiir die erste Anweisung temp = a; eine Formel
mit passender Vorbedingung a > b.
¢ Das Zuweisungsaxiom flir temp = a; mit der Vorbedingung
a>b lautet {a>b } temp =a; { temp > b }, denn die Substitution
(temp > b)[a/temp] liefert gerade a > b.

Erinnerung: Zuweisungsaxiom {R[A/X]} x=A{R}
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Beispiel: die swap-Anweisungsfolge (Fortsetzung)
% gesucht: {a>b}temp=a; a=b;b=temp; {b>a}
< wir haben bereits: {a>b} temp =a; { temp >b }
< Um die Kompositionsregel anwenden zu kdnnen, suchen wir nun fiir die

zweite Anweisung a =b; eine Formel mit passender Vorbedingung
temp > b:

¢ Das Zuweisungsaxiom fiir a =b; mit der Vorbedingung
temp >b lautet {temp>b}a=b;{temp>a}, denndie
Substitution (temp > a)[b/a] liefert gerade temp >b
+» Aus{a>b}temp=a; {temp>b}, {temp>b}a=D>b;{temp>a}
liefert nun die Regel fiir die sequentielle Komposition:
{a>b}temp=a;a=b; {temp>a}.

{Q1S, {7} {Z}S,{R}
{Q}S;S, {R}

{RIA/X]} x=A {R}

Regel fiir die
sequentielle Komposition

Erinnerung:
Zuweisungsaxiom

(—
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Beispiel: die swap-Anweisungsfolge (Fortsetzung)

< gesucht: {a>b}temp=a; a=b;b=temp; {b>a}

« wir haben bereits: {a>b } temp=a;a=bhb; {temp>a}

< Um die Kompositionsregel noch einmal anwenden zu kdnnen, suchen
wir nun fiir die dritte Anweisung b = temp; eine Formel mit passender
Vorbedingung temp > a:

¢ Das Zuweisungsaxiom flir b =temp; mit der Vorbedingung
temp >a lautet {temp>a}b=temp; {b>a}, denn die
Substitution (b > a)[temp/b] liefert gerade temp > a

% Aus {a>Db} temp =a;a=b; { temp >a}
und {temp >a}b=temp; {b>a} liefert nun wiederum die Regel
fiir die sequentielle Komposition die gesuchte Formel:
{a>b}temp=a;a=Db; {temp>a}.

{Q}S, {Z} {Z}S, {R}
{Q}SsS, {R}

{R[A/X]} x=A{R}

Regel fiir die
sequentielle Komposition

Erinnerung:
Zuweisungsaxiom

\_—!«-ﬂﬁ’»\ nze20m 15
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Ein Beweis fiir die swap-Anweisungsfolge

< fassen wir den Beweis fiir die swap-Anweisungsfolge noch einmal

zusammen:
(1) {a>b}temp=a; {temp>Db} Zuweisungsaxiom
(2) {temp>b}a=Db;{temp>a} Zuweisungsaxiom
(3) {a>b}temp=a;a=b; {temp>a} (1), (2) und Komp.-Regel
(4) {temp>a}b=temp; {b>a} Zuweisungsaxiom

(5) {a>b}temp=a;a=b;b=temp; {b>a} (3),(4)und Komp.-Regel

Ein Beweis ist eine endliche Zeichenkette von
wohldefinierten Formeln, wobei jede Formel entweder ein
Axiom ist oder durch Anwendung einer Inferenzrege
abgeleitet worden ist.

Erinnerung an Infol:
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Inferenzregel zur Abschwiichung von Bedingungen

< Oft liefern Axiome oder Regeln stirkere Nachbedingungen, als man
benotigt, oder verlangen schwéchere Vorbedingungen, als zur
Verfiigung stehen.

< Unter den Voraussetzungen {Q} S, {x>10} und
{x>0}S, {R} kann beispielsweise die Regel zur sequentiellen
Komposition nicht angewandt werden, da die Nachbedingung der ersten
Formel nicht mit der Vorbedingung der zweiten Formel iibereinstimmt.

« Hier stellt der Zusicherungskalkiil eine Inferenzregel zur Verfiigung,

die es erlaubt, eine stirkere Vorbedingung als notig zu verwenden und
die Nachbedingung abzuschwichen:

Regel zur Abschwichung Q-P {P}S{T}

TR
von Bedingungen {Q}S {R}

<+ Wegen x> 10 - x>0 folgt im obigen Beispiel wegen dieser Regel
aus {Q}S;{x>10} auch {Q}S,{x>0}und
mit {x>0}S, {R} undder Komp.-Regel auch { Q } S;;S,; {R}
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Inferenzregel fiir die bedingte Anweisung

< Sei nun S die bedingte Anweisung if (B) S;;else S,;

<+ Welche weitere Inferenzregel wird fiir die Formel
{Q1}if(B) S;; else S, { R} benotigt?

> Wir unterscheiden zwei Fille:

In Zusténden, in denen B gilt, wird S, ausgefiihrt.

¢ S, muss also unter der Vorbedingung Q B die Nachbedingung R
erreichen kdnnen: {QUB} S, {R}

% In Zusténden, in denen B nicht gilt, wird S, ausgefiihrt.

¢ S, muss also unter der Vorbedingung Q 3 B die Nachbedingung
R erreichen konnen: {QE= B}S,{R}

< Im Zusicherungskalkiil werden auch diese Uberlegungen wieder
formalisiert:

0‘0

.
£

Regel fiir die

{QOUB}S, {R} {QE B}S,{R}
bedingte Anweisung

{Q}if(B)S;elseS, {R}
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Speziell: Inferenzregel fiir einseitige bedingte Anweisung

< Betrachten wir nun die einseitige bedingte Anweisung if (B) S;
< Gesucht ist wieder eine Regel, die { Q } if (B) S { R} liefert.

< Auch hier unterscheiden wir wieder zwei Félle:

% In Zusténden, in denen B gilt, wird S ausgefiihrt.

+ S muss also unter der Vorbedingung Q OB
die Nachbedingung R erreichen konnen: {QUB}S{R}

< In Zustdnden, in denen B nicht gilt, wird gar keine Anweisung
ausgefiihrt.

+ R muss also direkt aus Q [ B folgen: Q& B - R
< Im Zusicherungskalkiil:
Regel fiir die einseitige {QUB}S{R} Q> B - R

bedingte Anweisung

{Q}if(B)S {R}

Copyright 2001 Bernd Briigge, Christian Herzog

Einfiihrung in die Informatik Il TUM Sommersemester 2001 11/13.62000 19

Erweiterung des swap-Beispiels

<+ Wir wollen unser swap-Beispiel zu einem ,,richtigen* Programm
erweitern:

if (a>Db) {temp =a; a=b; b =temp;}
Achtung bei der Schreibweise:

+ Bitte die geschweiften Klammern der Java-Syntax nicht mit denen
des Zusicherungskalkiils verwechseln!

+ Ebenso bedeutet das Zeichen = im Java-Teil der Formel die
Zuweisung, in den Préadikatenteilen der Formel die Gleichheit

< Wir wollen nun formal beweisen, dass nach Ausfiihrung dieses
Programmes immer a <b gilt. In diesem Fall wird also keine
Vorbedingung gestellt.

< Fiir die Formalisierung verwenden wir die schwichste aller moglichen
Vorbedingungen, nimlich true:

{true }if (a>D) {temp=a;a=Db;b=temp;} fa <b}
« Fiir den Beweis haben wir die ersten Schritte bereits gezeigt.
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Ein Beweis fiir das erweiterte swap-Programm

Zu beweisen:  {true }if (a>D) {temp=a;a=b; b=temp;} fa<b}

(1) {fa>b}temp=a; {temp>b} Zuweisungsaxiom
(2) {temp>b}a=Db;{temp>a} Zuweisungsaxiom
(3) {a>b}temp=a;a=Db; {temp>a} (1), (2) und Komp.-Regel
(4) {temp>a}b=temp; {b>a} Zuweisungsaxiom
(5) {a>b}temp=a;a=b;b=temp; {b>a} (3), (4) und Komp.-Regel
(6) true(a>b) - a>b Arithmetik
(7) b>a - a<b Arithmetik
(8) {trueJ(a>b) }temp=a;a=b;b=temp; {fa<b} (5)-(7) und Abschw.-Regel
9) true-(a>b) - a<bh Arithmetik
(10) { true } if (a>Db) {temp =a;a=b;b=temp;} fa<b} (8), (9) und Regel einseitig

bedingte Anw.

q.ed
Regel fiir die einseitige {QUB}S{R} QE B - R
bedingte Anweisung {Q}if(B)S {R}
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Beweis in der Form ,,eingestreuter Zusicherungen“

< Der Beweis wird tibersichtlicher, wenn man Vor- und
Nachbedingungen als Kommentare direkt in den Programm-Code
schreibt:

Il true

if (@a>Dh){

I a>b
temp = a; /I temp >b
a=>b; /[ temp > a
b = temp; /I b>a

}
/I a<=b

< Diese Methode nennt man eingestreute Zusicherungen oder
annotiertes Programm.

< Sie gibt dem Zusicherungskalkiil seinen Namen.

< Ein annotiertes Programm ist korrekt annotiert, wenn sich die
Zusicherungen aus den Axiomen und Regeln ergeben.
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Inferenzregel fiir die while-Schleife

< Betrachten wir nun noch die Schleife while (B) S;

< Der Rumpf der Schleife, S, wird nur ausgefiihrt, wenn die Bedingung B
erfiillt ist. B kann also in die Vorbedingung von S aufgenommen
werden.

Falls B nach Ausfiihrung von S wieder gilt, kann S ein weiteres Mal
ausgefiihrt werden. Die Nachbedingung von S sollte also - zusammen
mit B - auch Vorbedingung von S sein.

+ Die Voraussetzung an S kann also durch eine Formel der Art
{IUB}S {1} festgelegt werden.

« Die Schleife terminiert nur, wenn die Bedingung B nicht mehr erfiillt
ist. = B kann also in die Nachbedingung der Schleife aufgenommen

.
£

werden.
< Dal zur Vor- und Nachbedingung von S gehort, gehort es auch zur Vor-
und Nachbedingung der Schleife: L

I wird die

Regel fiir die (1I0BYS{I} kSchleifen-Invariante“

while-Schleife {1} while B)S{I0-B} genannt.
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Bemerkungen zur Schleifen-Invariante 1

Regel fiir die {I0OB}S{I}
while-Schleife {1} while(B)S{I0-B}

+ Die Vor- und Nachbedingung der Schleife unterscheiden sich nur durch
die Zusicherung, dass am Ende der Schleife die Bedingung B nicht mehr
gilt.

< Um mit diesem Mittel die Wirkung der Schleife so genau zu beschreiben,
dass daraus weitere Aussagen abgeleitet werden konnen, muss |
sorgfiltig gewdhlt und auf B abgestimmt werden.

< Wihrend in den anderen Fillen die Wahl der Vor- und Nachbedingung
eher ein technisches Problem ist, flieBen in I die Idee und das Verstidndnis
fiir den implementierten Algorithmus ein.

Die Wahl der Schleifen-Invarianten ist die schwierigste Aufgabe bei der
Verifikation mit dem Zusicherungskalkiil.

Nur wer den Algorithmus entwirft, kann in der Regel die Schleifen-
Invarianten angeben. Implementierung und Verifikation (zumindestens
ausfiihrliche Annotation) miissen also Hand in Hand laufen.

.
£

RS
£
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Beispiel: Spezifikation der Methode mult2()

< Aufgabenstellung:

¢ Eine Klasse MathDienste soll eine Methode mult2()
bereitstellen, die fiir nicht negative Parameter x das Doppelte von
x als Ergebnis liefert.

<+ OCL-Modell:

MathDienste: :mult2 (int x) :int
pre: 0 <= x
post: result = 2*x

< Spezifikation der Schnittstelle von mult2 in Java und Javadoc:

class MathDienste {

/**

* Qpre 0 <= x

* @post result = 2*x
*/

public int mult2 (int x) {...}

}
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Eine Implementierung von mult2() in Java

< In der folgenden Implementierung der Methode mult2() wird das
Ergebnis ohne Verwendung der Multiplikation * berechnet:

class MathDienste {
/**
* @pre 0 <= x
* @post result = 2*x
*/
public int mult2 (int x)
int i, z;

i=0;

z =0;

while (i < x) {
z + 2;
i+ 1;

z
i
}

return z;

}

{

Einfiihrung in die Informatik Il TUM Sommersemester 2001
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Verifikation der Methode mult2()

< Wir beweisen mit dem Zusicherungskalkiil, dass die Methode
mult2() die im OCL-Vertrag bzw. in Javadoc gegebene Spezifikation
erfiillt.

class MathDienste {
/**

< Zunéchst tragen wir die
Vorbedingung als Zusicherung vor

* @ 0>0 . .
pre Beginn des Rumpfes ein.

* @post result = 2*x
*/
public int mult2 (int x) {
int i,z;

i=20;

z =0;

while (i < x) {
z + 2;
i+ 1;

z
i
}

return z;

}

}
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Verifikation der Methode mult2()
< Wir beweisen mit dem Zusicherungskalkiil, dass die Methode
mult2() die im OCL-Vertrag bzw. in Javadoc gegebene Spezifikation

erfullt.

class MathDienste {

/**

< Zunéchst tragen wir die
Vorbedingung als Zusicherung vor
Beginn des Rumpfes ein.

« Das ,,result” in der Nachbedingung
entspricht dem Ausdruck, der
mittels ,,return® von der Methode
zuriickgegeben wird.

< Der Ausdruck z muss also vor der
return-Anweisung denselben Wert
haben, wie 2*x

< Wir tragen auch diese Zusicherung
in das Programm ein.

C

pYIght Z00T Bernd Brugge, Christian Herzog
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Verifikation der Methode mult2()

< Wir beweisen mit dem Zusicherungskalkiil, dass die Methode

mult2() die im OCL-Vertrag bzw.
erfiillt.

class MathDienste {
/**

Copyright 2001 Bernd Brigge, Christian Herzog Einfahrung in

in Javadoc gegebene Spezifikation

< Zunéchst tragen wir die
Vorbedingung als Zusicherung vor
Beginn des Rumpfes ein.

« Das ,,result” in der Nachbedingung
entspricht dem Ausdruck, der
mittels ,,return® von der Methode
zuriickgegeben wird.

< Der Ausdruck z muss also vor der
return-Anweisung denselben Wert
haben, wie 2*x

< Wir tragen auch diese Zusicherung
in das Programm ein.
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Verifikation der Methode mult2()

< Wir beweisen mit dem Zusicherungskalkiil, dass die Methode

mult2() die im OCL-Vertrag bzw.
erfiillt.

class MathDienste {
/**
* @pre 0 <= x
* @post result = 2*x
*/
public int mult2 (int x) {
int i,z;
// x>0
1 =0;
z =0;
while (i < x) {
z + 2;
i+ 1;

{01]

z
i

}

// z = 2*x
return z;

}

(R} ]

}

Copyright 2001 Bernd Bragge, Christian Herzog

Einfihrung in

in Javadoc gegebene Spezifikation

< Nun miissen wir die Giiltigkeit einer
Formel der Form
{Q1} S {R} nachweisen.

< Dabei ist Q die Vorbedingung
x>=0

% S ist der Rumpf der Methode (ohne
return).

< R ist die Nachbedingung
z=2%x

< Wir beschrénken uns im folgenden
auf diesen markierten Teil des
Methodenrumpfes.

< Unsere Methode ist die der
Annotation.
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Verifikation der Methode mult2(): Annotation

// 0<=x

< Zunichst entscheiden wir uns fiir eine
Schleifen-Invariante I, um die

< I soll die Entwurfsidee der Schleife
enthalten.

¢ Diese Idee ist: z=2*i
< Aullerdem muss aus I & B die
Nachbedingung z=2*x folgen.
+ Dies gelingt, wenn I auch die
Bedingung i<=x enthilt.
< Wir wihlen also fiir I das Pradikat
i<=x 0z=2%
<+ Gemil der Schleifen-Regel tragen
wirnun I als Annotation
¢ vor Beginn der Schleife

z =2z + 2;
i=1i+1;
}
// z=2*x
Regel fiir die {IOB}S{I}

while-Schleife {1} while(B)S{IU-B}

Copyright 2001 Bernd Briigge, Christian Herzog
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Verifikation der Methode mult2(): Annotation

Schleifen-Regel anwenden zu kénnen.

// 0<=x
i=0;

z =0;

%/ i<=x and z=2*i

while (i < x) {

// z=2*x

< Zunéchst entscheiden wir uns fiir eine
Schleifen-Invariante I, um die
Schleifen-Regel anwenden zu konnen.

< I soll die Entwurfsidee der Schleife
enthalten.

¢ Diese Idee ist: z = 2*i
% AuBerdem muss aus I [& B die
Nachbedingung z=2*x folgen.
* Dies gelingt, wenn I auch die
Bedingung i<=x enthilt.
< Wir wihlen also fiir I das Pradikat
i<=x 0 z=2%
+ Gemadl der Schleifen-Regel tragen
wir nun I als Annotation
¢ vor Beginn der Schleife

¢ und am Ende des Schleifen-

Regel fiir die {IOB}S{I}

Rumpfes ein.

—white=Scirteife— while (B) S{I J-B}

Copyright 2001 Bernd Briigge, Christian Herzog
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Verifikation der Methode mult2(): Annotation

// 0<=x
i=0;
z =0;

——¥%/ i<=x and z=2*i
vhile (i < x) {

z =2z + 2;

i+ 1;
// i<=x and z=2*i

(™S
n

// z=2*x
Regel fiir die {I10B}SET)
wirite-Schieife @ while (B) S{I0-B}

Copyright 2001 Bernd Briigge, Christian Herzog

5

K3

< Zunichst entscheiden wir uns fiir eine

Schleifen-Invariante I, um die
Schleifen-Regel anwenden zu konnen.

» I soll die Entwurfsidee der Schleife

enthalten.
¢ Diese Idee ist: z =2%i
AuBerdem muss aus I3 B die
Nachbedingung z=2*x folgen.
+ Dies gelingt, wenn I auch die
Bedingung i<=x enthilt.
Wir wahlen also fiir I das Pradikat
i<=x 0Oz=2%
Gemadf der Schleifen-Regel tragen
wir nun I als Annotation

¢ vor Beginn der Schleife
¢ und am Ende des Schleifen-
Rumpfes ein.

Zu Beginn des Schleifen-Rumpfes gilt
10B,
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Verifikation der Methode mult2(): Annotation

// 0<=x

i=0;

z =0;

¥/ i<=x and z=2*i
vhile (i < x) {

z ¥z + 2;

iFfi+ 1;

// i<=x and z=2*i

// z=2*x

—w/ i<=x and z=2*i and i<x

'y

Regel Tur die 10BPS {1
—whiite-Schieife— while (B) S{IC0-B}

Copyright 2001 Bernd Briigge, Christian Herzog

< Zunichst entscheiden wir uns fiir eine

Schleifen-Invariante I, um die
Schleifen-Regel anwenden zu konnen.

» I soll die Entwurfsidee der Schleife

enthalten.
¢ Diese Idee ist: z=2%i

% AuBlerdem muss aus I3 B die

Nachbedingung z=2*x folgen.
+ Dies gelingt, wenn I auch die
Bedingung i<=x enthilt.

Wir wahlen also fiir I das Pradikat
i<=x 0z=2%

» Gemil der Schleifen-Regel tragen

wir nun I als Annotation

¢ vor Beginn der Schleife
¢ und am Ende des Schleifen-
Rumpfes ein.

 Zu Beginn des Schleifen-Rumpfes gilt

10B,

< am Ende der Schleife 13 B
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Verifikation der Methode mult2(): Annotation

// 0<=x
i=0;

z =0;

——¥%/ i<=x and z=2%*i
vhile (i < x) {

—»// i<=x and z=2*i

z|=z + 2;

il=1i + 1;

// i<=x and z=2*i
// i<=x and z=2%*i
// z=2*x

Regel Tur die 10BXYSKI

wirite-Schieife {1 ) while (B) <®>

Copyright 2001 Bernd Briigge, Christian Herzog
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o
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8

K3

3
o3

Dann entscheiden wir uns fiir eine
Schleifen-Invariante I, um die
Schleifen-Regel anwenden zu kénnen.

» I soll die Entwurfsidee der Schleife

enthalten.
¢ Diese Idee ist: z=2%i
AuBerdem muss aus I3 B die
Nachbedingung z=2*x folgen.
+ Dies gelingt, wenn I auch die
Bedingung i<=x enthilt.
Wir wahlen also fiir I das Pradikat
i<=x 0Oz=2%
Gemaf der Schleifen-Regel tragen
wir nun I als Annotation

¢ vor Beginn der Schleife
¢ und am Ende des Schleifen-
Rumpfes ein.

Zu Beginn des Schleifen-Rumpfes gilt
10B,

am Ende der Schleife 1 B
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Verifikation der Methode mult2(): Annotation

// 0<=x

i=0;

z =0;

// i<=x and z=2*i

while (i < x) {
// i<=x and z=2*i and i<x

z =2z + 2;
i=1i+1;
// i<=x and z=2*i
} // i<=x and z=2*i and i>=x
// z=2*x
Zuweisungsaxiom {R[A/x]} x=A {@_

Copyright 2001 Bernd Briigge, Christian Herzog

< In dieser Situation nun iiberlegen wir,

wie wir liber die Zuweisung
z=0; die Zusicherung direkt vor der
Schleife erreichen.

< Im Zuweisungsaxiom ist dies gerade

die Nachbedingung R.

< Die Zusicherung vor der Zuweisung

muss also entstehen, indem wir in R
die Variable z durch 0 ersetzen.
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Verifikation der Methode mult2(): Annotation

// 0<=x

i=0;

——»// i<=x and
zl=0;

// i<=x and
while (i < x) {

// i<=x and

z =2z + 2;
i=1i+1;
// i<=x and
} // i<=x and
// z=2*x

0=2*i

z=2*%i

z=2*i and i<x

z=2%i
z=2*i and i>=x

zm} x=A{@—

Copyright 2001 Bernd Briigge, Christian Herzog

Einfiihrung in die Informatik Il TUM Sommersemester 2001

< In dieser Situation nun iiberlegen wir,
wie wir liber die Zuweisung
z=0; die Zusicherung direkt vor der
Schleife erreichen.

< Im Zuweisungsaxiom ist dies gerade
die Nachbedingung R.

< Die Zusicherung vor der Zuweisung
muss also entstehen, indem wir in R
die Variable z durch 0 ersetzen.
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Verifikation der Methode mult2(): Annotation

// 0<=x
—
i|=0;

// i<=x and
zl=0;

// i<=x and
while (i < x) {
// i<=x and

z =2z + 2;
i=1i+1;
// i<=x and
} // i<=x and
// z=2*x

0=2*%i

z=2%3i

z=2*i and i<x

z=2%i
z=2*i and i>=x

m} x=A{@—

Copyright 2001 Bernd Briigge, Christian Herzog

Einfiihrung in die Informatik Il TUM Sommersemester 2001

< In dieser Situation nun iiberlegen wir,
wie wir liber die Zuweisung
z=0; die Zusicherung direkt vor der
Schleife erreichen.

< Im Zuweisungsaxiom ist dies gerade
die Nachbedingung R.

< Die Zusicherung vor der Zuweisung
muss also entstehen, indem wir in R
die Variable z durch 0 ersetzen.

< Analog gehen wir nun auch bei der
Zuweisung i=0; vor
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Verifikation der Methode mult2(): Annotation

// 0<=x
——»// 0<=x and

// i<=x and
// i<=x and

while (i < x) {
// i<=x and

z =2z + 2;
i=1i+1;
// i<=x and
} // i<=x and
// z=2*x

0=2*i

0=2*i

z=2%i

z=2*i and i<x

z=2%i
z=2*i and i>=x

zm} x=A{@—

Copyright 2001 Bernd Briigge, Christian Herzog

Einfiihrung in die Informatik Il TUM Sommersemester 2001

< In dieser Situation nun iiberlegen wir,
wie wir liber die Zuweisung
z=0; die Zusicherung direkt vor der
Schleife erreichen.

< Im Zuweisungsaxiom ist dies gerade
die Nachbedingung R.

< Die Zusicherung vor der Zuweisung
muss also entstehen, indem wir in R
die Variable z durch 0 ersetzen.

< Analog gehen wir nun auch bei der
Zuweisung i=0; vor
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Verifikation der Methode mult2(): Annotation

// 0<=x

// 0<=x and
i=0;

// i<=x and
z =0;

// i<=x and
while (i < x) {
// i<=x and

z =2z + 2;
—
i=1i+1;

// i<=x and
// i<=x and
// z=2*x

—

0=2%*i

0=2*%i

z=2%3i

z=2*i and i<x

z=2%i

z=2*i and i>=x

m} x=A{@—

Copyright 2001 Bernd Briigge, Christian Herzog
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< Nun machen wir weiter mit dem
Rumpf der Schleife.

< Auch hier gehen wir von unten nach
oben vor.

< Die Schritte bei der Zuweisung
i =i+1; sind uns jetzt schon vertraut.

11./13.62001 40




Verifikation der Methode mult2(): Annotation

// 0<=x

// 0<=x and 0=2*i
i=0;

// i<=x and 0=2*i
z =0;

// i<=x and z=2*i
while (i < x) {
// i<=x and z=2*i and i<x

z =2z + 2;

——»// i+l<=x and z=2*(i+1)<——|

i=1i+1;
// i<=x and z=2*i <4+—
} // i<=x and z=2*i and i>=x
// z=2*x

zm} x=A{@—

Copyright 2001 Bernd Briigge, Christian Herzog

Einfiihrung in die Informatik Il TUM Sommersemester 2001

< Nun machen wir weiter mit dem
Rumpf der Schleife.

< Auch hier gehen wir von unten nach
oben vor.

< Die Schritte bei der Zuweisung
i=1i+1; sind uns jetzt schon vertraut.

< Jetzt fligen wir noch einen Schritt ein,
der das Pradikat dquivalent umformt.

113.62000 41

Verifikation der Methode mult2(): Annotation

// 0<=x

// 0<=x and 0=2*i
i=0;

// i<=x and 0=2*i
z =0;

// i<=x and z=2*i
while (i < x) {
// i<=x and z=2*i and i<x

z =2z + 2;
// i<x and z=2*i + 2
—»// i+l<=x and z=2*(i+1)<——l
i=1i+1;
// i<=x and z=2*i <4+—
// i<=x and z=2*i and i>=x
// z=2*x

—

m} x=A{@—
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< Nun machen wir weiter mit dem
Rumpf der Schleife.

< Auch hier gehen wir von unten nach
oben vor.

< Die Schritte bei der Zuweisung
i=i+1; sind uns jetzt schon vertraut.

< Jetzt fligen wir noch einen Schritt ein,
der das Prédikat dquivalent umformt.
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Verifikation der Methode mult2(): Annotation

// 0<=x

// 0<=x and 0=2*i
i=0;

// i<=x and 0=2*i
z =0;

// i<=x and z=2*i
while (i < x) {
// i<=x and z=2*i and i<x
—>
z =2z + 2;
// i<x and z=2%*i + 2
// i+l<=x and z=2%* (i+l)
i=1i+1;
// i<=x and z=2*i
// i<=x and z=2*i and i>=x
// z=2*x

+—

—

zm} x=A{@—
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Einfiihrung in die Informatik Il TUM Sommersemester 2001

< Nun machen wir weiter mit dem
Rumpf der Schleife.

< Auch hier gehen wir von unten nach
oben vor.

< Die Schritte bei der Zuweisung
i=i+1; sind uns jetzt schon vertraut.

< Jetzt fligen wir noch einen Schritt ein,
der das Pradikat dquivalent umformt.

< Der letzte Schritt bezieht sich auf die
Zuweisung z = z+2;

1/13.62001 43

Verifikation der Methode mult2(): Annotation

// 0<=x

// 0<=x and 0=2*i
i=0;

// i<=x and 0=2*i
z =0;

// i<=x and z=2*i
while (i < x) {
// i<=x and z=2*i and i<x
3 // i<x and z+2=2*i + 2
z =2z + 2;
// i<x and z=2*i + 2
// i+l<=x and z=2%* (i+l)
i=1i+1;
// i<=x and z=2*i
// i<=x and z=2*i and i>=x
// z=2*x

+—

—

m} x=A{@—
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< Nun machen wir weiter mit dem
Rumpf der Schleife.

< Auch hier gehen wir von unten nach
oben vor.

< Die Schritte bei der Zuweisung
i =i+1; sind uns jetzt schon vertraut.

< Jetzt fligen wir noch einen Schritt ein,
der das Prédikat dquivalent umformt.

< Der letzte Schritt bezieht sich auf die
Zuweisung z = z+2;

< Das Programmstiick ist nun
vollstdndig annotiert.
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mult2(): Korrektheit der Annotation

// 0<=x

// 0<=x and 0=2*0
i=0;

// i<=x and 0=2*i
z =0;

// i<=x and z=2*i
while (i < x) {
// i<=x and z=2*i and i<x
// i<x and z+2=2*i + 2
z =2z + 2;
// i<x and z=2*i + 2
// i+l<=x and z=2* (i+l)
i+ 1;
// i<=x and z=2*i
// i<=x and z=2*i and i>=x
// z=2*x

i

» Nun miissen wir in einem zw eiten
Durchgang nachweisen, dass das
Programm korrekt annotiert ist.

< Dazu zeigen wir, dass jeder Ubergang
von einer Zusicherung zur nichsten den
Axiomen und Regeln des
Zusicherungskalkiils folgt.

Copyright 2001 Bernd Briigge, Christian Herzog
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mult2(): Korrektheit der Annotation

[// 0<=x (1) |
[/7 0<=x and 0=2%0 (2) |
i=0;
// i<=x and 0=2*i
z =0;

// i<=x and z=2*i
while (i < x) {
// i<=x and z=2*i and i<x
// i<x and z+2=2*i + 2
z =2z + 2;
// i<x and z=2*i + 2
// i+l<=x and z=2%* (i+l)
i+ 1;
// i<=x and z=2*i
// i<=x and z=2*i and i>=x
// z=2*x

i

% Der Ubergang von (1) nach (2) ist eine
dquivalente Umformung des Pradikats.

+ Die Abschwiichungsregel wiirde hier
sogar einen Ubergang zu einem
schwicheren Pradikat erlauben.

Copyright 2001 Bernd Briigge, Christian Herzog
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mult2(): Korrektheit der Annotation

// 0<=x

[// 0<=x and 0=2%0 (2) |
i=0;

[// i<=x and 0=2*i (3) |
z =0;

// i<=x and z=2*i
while (i < x) {
// i<=x and z=2*i and i<x
// i<x and z+2=2*i + 2
z =2z + 2;
// i<x and z=2*i + 2
// i+l<=x and z=2* (i+l)
i+ 1;
// i<=x and z=2*i
// i<=x and z=2*i and i>=x
// z=2*x

i

<« Der Ubergang von (2) nach (3) folgt
dem Zuweisungsaxiom:
< Substituiert man in (3) die Variable i

durch den Ausdruck 0, so erhélt man
das Pridikat (2).

Copyright 2001 Bernd Briigge, Christian Herzog

Zuweisungsaxiom {R[A/X]} x=A {R}
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mult2(): Korrektheit der Annotation

// 0<=x

// 0<=x and 0=2*0
i=0;

[// i<=x and 0=2*i (3) |
z =0;

// i<=x and z=2*i (4) l

while (i < x) {
// i<=x and z=2*i and i<x
// i<x and z+2=2*i + 2

z =2z + 2;

// i<x and z=2*i + 2

// i+l<=x and z=2%* (i+l)

i+ 1;

// i<=x and z=2*i

// i<=x and z=2*i and i>=x

// z=2*x

i

% Auch der Ubergang von (3) nach (4)
folgt dem Zuweisungsaxiom:

< Substituiert man in (4) die Variable z
durch den Ausdruck 0, so erhélt man
das Pradikat (3).

< Die Kompositions-Regel stellt sicher,
dass (3) als Nachbedingung der
Zuweisung i=0; zugleich als
Vorbedingung der Zuweisung
z = 0; verwendet werden darf.

Copyright 2001 Bernd Briigge, Christian Herzog

Zuweisungsaxiom {R[A/X]} x=A {R}
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mult2(): Korrektheit der Annotation

// 0<=x

// 0<=x and 0=2*0
i=0;

// i<=x and 0=2*i
z =0;

< Nach der Kompositions-Regel ist (4)
als Nachbedingung der Zuweisung
z = 0; zugleich Vorbedingung fiir die
while-Schleife.

[(4)// i<=x and z=2*i

‘ < Folgt man der Regel fiir Schleifen, so

while (i < x) {

muss (4) also die Rolle der Invarianten

[(5)// i<=x and z=2*i and i<x

‘ I spielen.

// i<x and z+2=2*i + 2
z =2z + 2;
// i<x and z=2*i + 2
// i+l<=x and z=2* (i+l)
i=1i+1;
// i<=x and z=2*i
// i<=x and z=2*i and i>=x
// z=2*x

<+ Am Beginn des Rumpfes darf deshalb
(4) OB vorausgesetzt werden, das ist
gerade Prédikat (5).

mult2(): Korrektheit der Annotation

// 0<=x

// 0<=x and 0=2*0
i=0;

// i<=x and 0=2*i
z =0;

// i<=x and z=2*i
while (i < x) {

% Der Ubergang von (5) nach (6) ist eine
dquivalente Umformung des Pradikats.

[(5)// i<=x and z=2*i and i<x

l

[(6)/7 i<x and z+2=2%i + 2

|

z =2z + 2;
// i<x and z=2*i + 2
// i+l<=x and z=2%* (i+l)
i=1i+1;
// i<=x and z=2*i
// i<=x and z=2*i and i>=x
// z=2*x

while-Schleife

{I0B}S{I}
{1} while (B) S{I0-B}

Regel fiir die
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mult2(): Korrektheit der Annotation

// 0<=x

// 0<=x and 0=2*0
i=0;

// i<=x and 0=2*i
z =0;

// i<=x and z=2*i
while (i < x) {
// i<=x and z=2*i and i<x

« Der Ubergang von (6) nach (7) folgt
wieder dem Zuw eisungsaxiom:
< Substituiert man in (7) die Variable z

durch den Ausdruck z+2, so erhilt man
das Pradikat (6).

[(6)/7 i<x and z+2=2%i + 2

z =2z + 2;

[(7Y// i<x and z=2*i + 2

// i+l<=x and z=2* (i+l)
i=1i+1;
// i<=x and z=2*i
// i<=x and z=2*i and i>=x
// z=2*x

Copyright 2001 Bernd Briigge, Christian Herzog Einfiihru

mult2(): Korrektheit der Annotation

// 0<=x

// 0<=x and 0=2*0
i=0;

// i<=x and 0=2*i
z =0;

// i<=x and z=2*i
while (i < x) {
// i<=x and z=2*i and i<x
// i<x and z+2=2*i + 2
z =2z + 2;

% Der Ubergang von (7) nach (8) ist eine
dquivalente Umformung des Pradikats.

[(7)// i<x and z=2*i + 2

[(8) /7 i+I<=x and z=2* (i+I)

i=1i+1;
// i<=x and z=2*i
// i<=x and z=2*i and i>=x
// z=2*x

Zuweisungsaxiom {R[A/X]} x=A {R}
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mult2(): Korrektheit der Annotation

// 0<=x <« Der Ubergang von (8) nach (9) folgt
_ // 0<=x and 0=2*0 wieder der Kompositions-Regel und
i=0; dem Zuweisungsaxiom:

// i<=x and 0=2*i L . . . .
z=0; < Substituiert man in (9) die Variable i
durch den Ausdruck i+1, so erhilt man

// i<=x and z=2*i det
while (i < x) { das Prédikat (8).

// i<=x and z=2*i and i<x
// i<x and z+2=2%*i + 2
z =2z + 2;
// i<x and z=2*i + 2
[(8)// it+l<=x and z=2* (i+l) |

i=3i+1;
|(9)// i<=x and z=2*i )‘
// i<=x and z=2*i and i>=x
// z=2*x

mult2(): Korrektheit der Annotation

// O0<=x % Der Ubergang von (9) nach (10) folgt
- o // 0<=x and 0=2*0 der Regel fiir Schleifen:
e /] i<=x and 0=2%i % Pradikat (9) ist die Invariante I am
z=0; Ende des Rumpfes.

// i<=x and z=2*i < Damit ist die Voraussetzung fiir die
while (i < x) { Schleifen-Regel nachgewiesen.

// i<=x and z=2*i and i<x + Nach der Schleife gilt deshalb

// i<x and z+2=2*i + 2
z =2z + 2;

// i<x and z=2*i + 2

// i+l<=x and z=2%* (i+l)

(9) U-B, das ist gerade Pradikat (10).

i=1i+1;
[(9)// i<=x and z=2*i T
(1Q)// i<=x and z=2Z2¥1 and i>=x ]
// z=2*x

Zuweisungsaxiom {R[A/X]} x=A {R}
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Regel fiir die {IOB}S{I}
while-Schleife {1} while(B)S{I0-B}
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mult2(): Korrektheit der Annotation

// 0<=x <« Der Ubergang von (10) nach (11) ist
) // 0<=x and 0=2*0 wieder Umformung nach der
i=0; Abschwichungsregel.
// i<=x and 0=2*i
z =0;
// i<=x and z=2*i
while (i < x) {
// i<=x and z=2*i and i<x
// i<x and z+2=2*i + 2
z =2z + 2;
// i<x and z=2*i + 2
// i+l<=x and z=2* (i+l)
i=1i+1;
// i<=x and z=2*i }
(10) // i<=x and z=2*i and i>=x |
[(11)// z=2*x | q.e_d
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Zusammenfassung der Vorgehensweise bei der
Verifikation der Methode mult2()

< Aus dem in OCL bzw. Javadoc spezifizierten Vertrag fiir mult2() haben
wir die Pradikate Q und R gewonnen, die wir in die Formel
{Q}S {R} cinsetzten.

+ S ist dabei der Methodenrumpf
< Danach wurde der Programmcode mit Zusicherungen annotiert:
¢ Erster Schritt war die Suche nach der Schleifen-Invariante 1.

+ Hatte man I gefunden, so gab die Schleifen-Regel an, wo die
Annotationen I, I B bzw. I [3 B einzufiigen sind.

* Die weiteren Annotationen richteten sich i.w. nach dem
Zuweisungsaxiom:
+ von unten nach oben wurden jeweils die durch Substitution entstandenen
Annotationen eingefiigt.
< In einem zweiten Durchlauf von oben nach unten wurden alle
Annotationen auf Korrektheit iiberpriift.

+ Dabei wurde meist das vorherige Vorgehen nach Regeln oder
Axiomen noch einmal bestatigt.
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Partielle versus totale Korrektheit

< Die Giiltigkeit der Formel { Q} S { R} bedeutet:

¢ wenn S in einen Zustand ausgefiihrt wird, in dem das Prédikat Q
gilt, dann gilt nach der Ausfiihrung von S das Priadikat R.

« Der Zustand, in dem R gilt, wird aber nur erreicht, wenn die
Ausflihrung von S terminiert.

Regel fiir die {I0BYS{I}
while-Schleife {1} whileB)S{I0-B}

< Insbesondere bei der Schleifen-Regel gilt: Die Nachbedingung
I & B wird nur erreicht, wenn die Schleife terminiert.

< Die Schleifen-Regel eignet sich nur zum Nachweis der partiellen
Korrektheit.

+ Die Terminierung der Schleife (totale Korrektheit) muss zusétzlich
nachgewiesen werden.
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Nachweis der Terminierung einer Schleife

Regel fiir die {1I0BYS{I}
while-Schleife {1} while (B) S{I-B}

< Fiir die partielle Korrektheit muss fiir den Schleifenrumpf S gelten:
{I0OB}S{I}

< Fiir den Nachweis der Terminierung der Schleife fiihren wir nun noch
einen ganzzahligen Ausdruck A ein:

< Falls fiir ganze Zahlen a gilt
+ {I0OBOA=at+1l)} S {I0A<a)}
(der Wert von A nimmt also bei jedem Schleifendurchlauf ab)
und
¢« I10A<0) - -B
(nur wenn A einen positiven Wert hat, kann B weiter gelten)

dann terminiert die Schleife.

< Der Ausdruck A spielt die Rolle der Abstiegsfunktion beim Nachweis
der Terminierung rekursiver Aufrufe (vgl. Info I).
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Beispiel fiir die Terminierung einer Schleife
+ {IOBOA=a+1)} S {I0A<a)} und IOA<0) - —-B

< Im Beispiel ist der Bereich
markiert, in dem der Nachweis fiir
{I10B} S {1} gefiihrt wird.

< Wihlen wir nun fiir A den
Ausdruck x-i

// i<=x and z=2*i
while (i < x) {
// i<=x and z=2*i and i<x
// i<x and z+2=2*i + 2
z =2z + 2;
// i<x and z=2*i + 2
// i+l<=x and z=2%* (i+l)
i=3i+1;
// i<=x and z=2*i
} // i<=x and z=2*i and i>=x

< Dann gilt:
I0x-ig0) - ~(i<x)

»{10B0OKX-i=a+1)} S {I0(x-i<a)} ldsstsich nachweisen:

// i<=x and z=2*i and i<x and x-i = a+l

// i<x and z+2=2*i + 2 and x-i = a+l
z =2z + 2;

// i<x and z=2*i + 2 and x-i = a+l

// i+l<=x and z=2*(i+l) and x-(i+l) = a
i=1i+1;

// i<=x and z=2*i and x-i = a

// i<=x and z=2*i and x-i <= a
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Der BubbleSort-Algorithmus aus Info 1

/* *
* Ziel: Sortiere die Werte von arr in aufsteigender Reihenfolge
* Vorbedingung: arr ist nicht null.
* Nachbedingung: Die Werte arr[0]...arr[arr.length-1] sind in aufsteigender
* Reihenfolge sortiert.
*/
public void bubbleSort(int[] arr) {
int temp; /I Temporéare Variable fir Tausch
for (int pass = 1; pass < arr.length; pass++) // Fur jede Runde
for (int pair = 1; pair < arr.length; pair++) // Fir jedes Paar
if (arr[pair-1] > arr[pair]) { / | Vergleiche die Werte

temp = arr[pair-1]; /I und vertausche, falls
arr[pair-1] = arr[pair]; /' 1 notwendig
arr[pair] = temp;

YIOif

} // bubbleSort()

< Dies ist die Methode bubbleSort aus Info I (Folie 10/27).
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Der BubbleSort-Algorithmus - optimiert

[ **

* Ziel: Sortiere die Werte von arr in aufsteigender Reihenfolge
* Vorbedingung: arr ist nicht null.
* Nachbedingung: Die Werte arr[0]...arr[arr.length-1] sind in aufsteigender
* Reihenfolge sortiert.
*/
public void bubbleSort(int[] arr) {
int temp; /I Temporére Variable fir Tausch
for (int pass = 1; pass < arr.length; pass++) // Fir jede Runde
for (int pair = 1; pair < arr.length-pass+1; pair++) // Fir jedes Paar
if (arr[pair-1] > arr[pair]) { / | Vergleiche die Werte

temp = arr[pair-1]; /I und vertausche, falls
arr[pair-1] = arr[pair]; /1 notwendig
arr[pair] = temp;

YIOif

} /I bubbleSort()

< Dies ist derselbe Algorithmus, in leicht optimierter Version

¢ einige unnotige Vergleiche werden vermieden
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Der BubbleSort-Algorithmus - optimiert

[ **

* Ziel: Sortiere die Werte von arr in aufsteigender Reihenfolge
* Vorbedingung: arr ist nicht null.
* Nachbedingung: Die Werte arr[0]...arr[arr.length-1] sind in aufsteigender
* Reihenfolge sortiert.
*/
public void bubbleSort(int[] arr) {
int temp; /I Temporéare Variable fir Tausch
for (int pass = 1; pass < arr.length; pass++) // Fur jede Runde
for (int pair = 1; pair < arr.length-pass+1; pair++) // Fir jedes Paar
if (arr[pair-1] > arr[pair]) { / | Vergleiche die Werte

temp = arr[pair-1]; /I und vertausche, falls
arr[pair-1] = arr[pair]; /' 1 notwendig
arr[pair] = temp;

I Oif

} // bubbleSort()

< Vor- und Nachbedingungen sind informell formuliert.

< Um die Korrektheit des Algorithmus zu beweisen, miissen wir die
Préadikate formalisieren.
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Ein Vertrag fiir den BubbleSort-Algorithmus

[ **

* Ziel: Sortiere die Werte von arr in aufsteigender Reihenfolge
* Vorbedingung: arr ist nicht null.

* @post Sequence ( O0..arr.length-2 )->forall (i | arr[i] <= arr[i+1] )

*/
public void bubbleSort(int[] arr) {
int temp; /I Temporére Variable fir Tausch
for (int pass = 1; pass < arr.length; pass++) // Fir jede Runde
for (int pair = 1; pair < arr.length-pass+1; pair++) // Fir jedes Paar
if (arr[pair-1] > arr[pair]) { / | Vergleiche die Werte

temp = arr[pair-1]; /I und vertausche, falls
arr[pair-1] = arr[pair]; /1 notwendig
arr[pair] = temp;

YIOif

} /I bubbleSort()

# Fiir die Formulierung der Nachbedingung verwenden wir OCL.
< Sequence (m..n) beschreibt in OCL die Sequenz der Zahlen von m bis n.
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Ein Vertrag fiir den BubbleSort-Algorithmus

[ **

* Ziel: Sortiere die Werte von arr in aufsteigender Reihenfolge
* @pre true

* @post Sequence ( O0..arr.length-2 )->forall (i | arr[i] <= arr[i+1] )

*/
public void bubbleSort(int[] arr) {
int temp; /I Temporéare Variable fir Tausch
for (int pass = 1; pass < arr.length; pass++) // Fur jede Runde
for (int pair = 1; pair < arr.length-pass+1; pair++) // Fir jedes Paar
if (arr[pair-1] > arr[pair]) { / | Vergleiche die Werte

temp = arr[pair-1]; /I und vertausche, falls
arr[pair-1] = arr[pair]; /' 1 notwendig
arr[pair] = temp;

I Oif

} // bubbleSort()

% die Vorbedingung ersetzen wir durch true.
¢ Dass arr nicht null ist, setzen wir stillschweigend voraus.

* Wir missten den Kalkiil noch weiter formalisieren, um auch diese
Voraussetzung explizit zu machen.
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BubbleSort: Syntaktische Umformungen

// true
pass = 1;
while (pass < n) {
pair = 1;
while (pair < n-pass+l) {
if (arr[pair-1] > arr[pair]) {
temp = arr[pair-1];
arr([pair-1] = arr[pair];
arr[pair] = temp;

pair = pair + 1;

pass = pass + 1

// Sequence(0..n-2)->forall (ilarr[i] <= arr[i+l])

< Dies ist der Rumpf der Methode bubbleSort, wobei
+ die for-Schleifen durch dquivalente while-Schleifen ersetzt sind,

¢ pair++ und pass++ durch entsprechende Zuweisungen ersetzt sind,

+ Vor- und Nachbedingung als Zusicherungen angegeben sind,

+ arr.length mit n abgekiirzt ist.
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BubbleSort: Suche nach den Schleifen-Invarianten

// true
pass = 1;

while (pass < n) {
pair = 1;
while (pair < n-pass+l) {
if (arr[pair-1] > arr[pair]) {
temp = arr[pair-1];
arr([pair-1] = arr[pair];
arr[pair] = temp;
pair = pair + 1;
}

pass = pass + 1

}
// Sequence(0..n-2)->
//£f forall (ilarr[i] <= arr[i+l])

> Um die Schleifen-Invarianten zu finden
miissen wir die Idee beim Entwurf des
Algorithmus kennen:

arr.

noch unsortiert sortiert

< Bei jedem Durchlauf durch die &uflere
Schleife wandert das grofite Element aus
dem noch nicht sortierten linken Teil der
Reihung nach rechts und vergrofBert dort
den bereits sortierten Teil.

< Vor und nach jedem Durchlauf durch die
dullere Schleife gilt also:

¢ Der rechte Teil ist sortiert.
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+ Kein Element im linken Teil ist groer
als eines im rechten Teil.

+ Die Trennstelle ist beim
Index n-pass.
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BubbleSort: Invariante der dufleren Schleife:

// true
pass = 1;

while (pass < n) {
pair = 1;
while (pair < n-pass+l) {
if (arr[pair-1] > arr[pair]) {
temp = arr[pair-1];
arr([pair-1] = arr[pair];
arr[pair] = temp;
pair = pair + 1;
}

pass = pass + 1

}
// Sequence(0..n-2)->
//££f forall(i|arr[i] <= arr[i+l])
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n-pass
arr: v

BubbleSort: Invariante der dufieren Schleife:

’ noch unsortiert sortiert

< Wir haben also als Invariante fiir die

duflere Schleife zundchst:
* Rechts von n-pass ist arr sortiert
und

¢ kein Element links von n-pass ist
grofer als eines rechts davon.

< Etwas formaler:

¢ fiir alle i aus [0, n-2] gilt:
i>n-pass — arr[i] < arr[i+1]

und

¢ fliralleiundj aus [0, n-1] gilt:
i< n-pass Uj > n-pass
- art|i] < arr[j]
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// true
pass = 1;

while (pass < n) {
pair = 1;
while (pair < n-pass+l) {
if (arr[pair-1] > arr[pair]) {
temp = arr[pair-1];
arr([pair-1] = arr[pair];
arr[pair] = temp;
pair = pair + 1;
}

pass = pass + 1

}
// Sequence(0..n-2)->
//£f forall (ilarr[i] <= arr[i+l])

< Wir haben also als Invariante fiir die
duBlere Schleife zunichst:

¢ fiir alle i aus [0, n-2] gilt:
i>n-pass — arr[i] < arr[i+1]

und
¢ fiiralleiundj aus [0, n-1] gilt:
i < n-pass Uj > n-pass
- art(i] < arr[j]
< Hinzu kommt noch (um nach der Schleife
pass=n ableiten zu kdnnen)

und pass<n

< Dies nun formal in OCL-Notation:

Sequence (0. .n-2) ->forall (i| i>n-pass implies arr[i]<=arr[i+l] )
and Sequence(0..n-1)->forall(i,j| i<=n-pass and j>n-pass

and pass<=n
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implies arr[i]<=arr[]j] )
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BubbleSort: Invariante der dufleren Schleife:

// true . . .
pass = 1; < Wir tragen nun im Programm die
Zusicherungen ein, die sich aus der
Schleifenregel ergeben.

while (pass < n) {
i =1; .o . . .
pate < Um es einigermalfen libersichtlich zu
while (pair < n-pass+l) { gestalten, kiirzen wir die Invariante fiir die
if (arrlpair-1] > arr[pair]) { dullere Schleife mit I1 ab.
::x::lr[’p:isz][ P:i;i][;,air] . % Fiir die Nachbedingung schreiben wir
arr[pair] = temp; ’ kiirzer SORTIERT.
pair = pair + 1;
}

pass = pass + 1

}
// Sequence(0..n-2)->
//££f forall(i|arr[i] <= arr[i+l])

Sequence (0. .n-2) ->forall (i| i>n-pass implies arr[i]l<=arr[i+l] )
and Sequence(0..n-1)->forall(i,j| i<=n-pass and j>n-pass

implies arr[i]<=arr[]j] )
and pass<=n
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BubbleSort: Annotation analog Regel fiir dufieres while

// true . . .
pass = 1; < Wir tragen nun im Programm die
whilé / (;iss <n) 1 Zusicherungen ein, die sich aus der

// I1 and pass<n Schleifenregel ergeben.

ir = 1; .. . . .
pair < Um es einigermalien iibersichtlich zu
while (pair < n-pass+l) { gestalten, kiirzen wir die Invariante fiir die
if (arrlpair-1] > arr[pair]) { dullere Schleife mit 11 ab.

temp = arr[pair-11; < Fiir die Nachbedingung schreiben wir

arr[pair-1] = arr[pair];

arr([pair] = temp; kiirzer SORTIERT.
pair = pair + 1;

}
pass = pass + 1
// Il

} // Il and pass>=n
// SORTIERT

Sequence (0. .n-2) ->forall (i| i>n-pass implies arr[i]<=arr[i+l] )
and Sequence(0..n-1)->forall(i,j| i<=n-pass and j>n-pass

implies arr[i]<=arr[]j] )
and pass<=n
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BubbleSort: Suche der Invariante fiir die innere Schleife

n-pass
// true arr: pv
pass = 1; . .
// I1 ’ noch unsortiert I sortiert
while (pass < n) { e ﬁ
(/ Il and pass<n e R
pair = 1; % Die Idee beim Entwurf des Algorithmus
while (pair < n-pass+l) { war, in der inneren Schleife den linken
. . . unsortierten Teil zu durchlaufen, und das
"fté;;rif’:;;_[;]aiz_?]rf [pairl) { bis dahin gefundene groBte Element
arr([pair-1] = arr[pair]; (bubble) Jewells mitzunehmen.
arr[pair] = temp; . .
} [pair] e < Zum Durchlauf wird der Index pair
pair = pair + 1; verwendet.
} < Invariante fiir innere Schleife:

pass = pass + 1 . . .. "
// 11 ¢ kein Element links von pair ist groer
} // Il and pass>=n

// SORTIERT als arr[pair-1]

und

¢ pair wird nicht groBer als n-pass+1
und (nicht vergessen)

* esgilt 11
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BubbleSort: Invariante fiir die innere Schleife

pas‘s/ / true % Invariante fiir innere Schleife:
g l/ / (Il <m i ¢ kein Element links von pair ist grofer
while (pass n .
// Il and pass<n als arr[palr—l]
pair = 1; und

while (pair < n-pass+l) ({ pair wird nicht groBer als n-pass+1

if (arr[pair-1] > arr[pair]) { und (nicht vergessen)
temp = arr[pair-1];
arr([pair-1] = arr[pair]; * esgﬂtll

arr[pair] = temp;
[pair] P < Formaler:
pair = pair + 1;

* 11
}
pass = pass + 1 und
10 IY and passen + fiiralle i aus [0, pair-2] gilt:
// SORTIERT arr[i] < arr[pair-1]
und

¢ pair < n-pass+1
< OCL-Notation:

I1 and Sequence(0..pair-2)->forall( i | arr[i]<=arr[pair-1] )
and pair <= n-pass+l
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BubbleSort: Invariante fiir die innere Schleife

// true

while (pass < n) {
// I1 and pass<n
pair = 1;

while (pair < n-pass+l) {
if (arr[pair-1] > arr[pair]) {
temp = arr[pair-1];
arr([pair-1] = arr[pair];
arr[pair] = temp;
pair = pair + 1;

}
pass = pass + 1
// Il

} // Il and pass>=n
// SORTIERT

< OCL-dhnlich:

< Nun wollen wir das Programm um die
Zusicherungen fiir die Invariante der
inneren Schleife ergénzen.

% Dazu kiirzen wir diese Invariante ab mit
I1 and 12

I1 and Sequence(0..pair-2)->forall( i | arr[i]<=arr[pair-1] )

and pair <= n-pass+l
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BubbleSort: Annotation fiir innere Schleife

// true

while (pass < n) {
// Il and pass<n
pair = 1;
// Il and 12
while (pair < n-pass+l) {
// Il and I2 and pair<n-pass-1
if (arr[pair-1] > arr[pair]) {
temp = arr[pair-1];
arr([pair-1] = arr[pair];
arr[pair] = temp;

pair = pair + 1;
/ I1 and I2
} // I1 and I2 and pair>=n-pass+1l
pass = pass + 1
I1

} // Il and pass>=n
// SORTIERT
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Nun wollen wir einen formalen
Beweis fiir die Korrektheit von
bubbleSort angeben.

Allerdings miissen wir uns dabei auf
ein Teilproblem beschrénken.

Wir wihlen den Kern des
Algorithmus, den Rumpf der inneren
Schleife.

Wir zeigen, dass der Rumpf 12
invariant lasst.
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BubbleSort: Beschriinkung auf ein Teilproblem

// true

while (pass < n) {
// I1 and pass<n
pair = 1;
// I1 and 12
while (pair < n-pass+l) {
// I1 and I2|and pair<n-pass-1

if (arr[pair-IT > arr[pair]) {
temp = arr[pair-1];
arr([pair-1] = arr[pair];
arr[pair] = temp;

pair = pair + 1;

// I1 and| I2
} // I1 and I2 and pair>=n-pass+1l
pass = pass + 1
I1

} // Il and pass>=n
// SORTIERT
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< Zum Beweis der Methode bubbleSort
werden wir uns nun nur auf ein
Teilproblem beschrianken.

# Allerdings miissen wir uns dabei auf
ein Teilproblem beschrinken.

< Wir wihlen den Kern des
Algorithmus, den Rumpf der inneren
Schieife.

< Wir zeigen, dass der Rumpf 12
invariant lasst.
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BubbleSort: Das Teilproblem

// 12
if (arr[pair-1] > arr[pair]) {
temp = arr[pair-1];
arr[pair-1] = arr[pair];
arr[pair] = temp;
}
pair = pair + 1;

// 12

< Die ausfiihrliche Schreibweise ergibt:

//££ and—pair—<=—mn—-pass+i—
if (arr[pair-1] > arr[pair]) {
temp = arr[pair-1];
arr[pair-1] = arr[pair];
arr[pair] = temp;
}

pair = pair + 1;

//££ and pair<=n-pass+l

// Sequence (0..pair-2)->forall( i | arr[i]<=arr[pair-1] )

// Sequence (0..pair-2)->forall( i | arr[i]<=arr[pair-1] )

< Um Platz auf den Folien zu sparen, werden wir dabei auch dieses Problem noch einmal

verkleinern
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BubbleSort: Beweis des Teilproblems

BubbleSort: Beweis des Teilproblems

// Sequence(0..pair-2)->forall( i | arr[i]<=arr[pair-1] )
if (arr[pair-1] > arr[pair]) {

temp = arr[pair-1];

arr[pair-1] = arr[pair];

arr[pair] = temp;

pair = pair + 1;
// Sequence(0..pair-2)->forall( i | arr[i]<=arr[pair-1] )

// Sequence (0..pair-2)->forall( i | arr[i]<=arr[pair-1] )
if (arr[pair-1] > arr[pair]) {

// Sequence(0..pair-2)->forall( i | arr[i]<=arr[pair-1] )

//££ and arr[pair-1]>arr[pair]

temp = arr[pair-1];

arr[pair-1] = arr[pair];

arr[pair] = temp;

pair = pair + 1;
// Sequence(0..pair-2)->forall( i | arr[i]<=arr[pair-1] )

< Wir annotieren nun dieses Programm Schritt fiir Schritt
< Jeden Schritt begriinden wir durch Regeln oder Axiome

< dadurch erhalten wir einen Beweis
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< Begriindung: Voraussetzung der Regel fiir einseitig bedingte Anweisung
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BubbleSort: Beweis des Teilproblems

BubbleSort: Beweis des Teilproblems

// Sequence(0..pair-2)->forall( i | arr[i]<=arr[pair-1] )
if (arr[pair-1] > arr[pair]) {

// Sequence(0..pair-2)->forall( i | arr[i]<=arr[pair-1] )

//££ and arr[pair-1]>arr[pair]

temp = arr[pair-1];

// Sequence (0. .pair-2)->forall( i | arr[i]<=temp )

//££f and temp>arr[pair]

arr[pair-1] = arr[pair];

arr[pair] = temp;

pair = pair + 1;
// Sequence(0..pair-2)->forall( i | arr[i]<=arr[pair-1] )

// Sequence (0..pair-2)->forall( i | arr[i]<=arr[pair-1] )
if (arr[pair-1] > arr[pair]) {

// Sequence(0..pair-2)->forall( i | arr[i]<=arr[pair-1] )

//££ and arr[pair-1]>arr[pair]

temp = arr[pair-1];

// Sequence(0..pair-2)->forall( i | arr[i]<=temp )

//££f and temp>arr[pair]
arr[pair-1] = arr[pair];

// Sequence (0. .pair-2)->forall( i | arr[i]<=temp )
//££f and temp>arr[pair-1]
arr[pair] = temp;

}

pair = pair + 1;
// Sequence(0..pair-2)->forall( i | arr[i]<=arr[pair-1] )

< Begriindung: Umkehrung der Substitution [ arr[pair-1]/temp ]
gemdll Zuweisungsaxiom
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< Begriindung: Umkehrung der Substitution [ arr[pair]/arr[pair-1] ]
gemdll Zuweisungsaxiom
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BubbleSort: Beweis des Teilproblems

BubbleSort: Beweis des Teilproblems

// Sequence(0..pair-2)->forall( i | arr[i]<=arr[pair-1] )
if (arr[pair-1] > arr[pair]) {

// Sequence(0..pair-2)->forall( i | arr[i]<=arr[pair-1] )

//££ and arr[pair-1]>arr[pair]

temp = arr[pair-1];

// Sequence(0..pair-2)->forall( i | arr[i]<=temp )

//££f and temp>arr[pair]

arr[pair-1] = arr[pair];

// Sequence(0..pair-2)->forall( i | arr[i]<=temp )

//££f and temp>arr[pair-1]

arr[pair] = temp;

// Sequence(0..pair-2)->forall( i | arr[i]<=arr[pair] )

//££ and arr[pair]>arr[pair-1]

pair = pair + 1;
// Sequence(0..pair-2)->forall( i | arr[i]<=arr[pair-1] )

// Sequence (0..pair-2)->forall( i | arr[i]<=arr[pair-1] )
if (arr[pair-1] > arr[pair]) {

// Sequence(0..pair-2)->forall( i | arr[i]<=arr[pair-1] )

//££ and arr[pair-1]>arr[pair]

temp = arr[pair-1];

// Sequence(0..pair-2)->forall( i | arr[i]<=temp )

//££f and temp>arr[pair]

arr[pair-1] = arr[pair];

// Sequence(0..pair-2)->forall( i | arr[i]<=temp )

//££f and temp>arr[pair-1]
arr[pair] = temp;

// Sequence(0..pair-2)->forall( i | arr[i]<=arr[pair] )
//££f and arr[pair]>arr([pair-1]

// Sequence(0..pair-1)->forall( i | arr[i]<=arr[pair] )

pair = pair + 1;
// Sequence(0..pair-2)->forall( i | arr[i]<=arr[pair-1] )

< Begriindung: Umkehrung der Substitution [ temp/arr[pair] ]
gemdll Zuweisungsaxiom
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< Begriindung: Abschwichung (>= statt > ) und Umformung des All-Quantors
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BubbleSort: Beweis des Teilproblems

|// Sequence (0. .pair-2)->forall( i | arr[i]<=arr[pair-1] ) Q
1f (arr[pair-1T7 > arr[pair]) {
// Sequence(0..pair-2)->forall( i | arr[i]<=arr[pair-1] ) ///AQ[]B
//££ and arr[pair-l]>arr[pair]
[ temp = arr[pair-1]; S

// Sequence(0..pair-2)->forall( i | arr[i]<=temp

BubbleSort: Beweis des Teilproblems

)
//££ e
arr[pair-1] = arr[pair] Regel fiir die einseitige {QUB} ‘} QEF B - R

// sequence(0..pair-2)-| bedingte Anweisung {Q}iNB)S {R}

//££

arr[pair] = temp; \

// Sequence (0. .pair-2)->forall( i | arr[i]<=arr[pair] )

//££ and arr[pair]>arr[pair-1]
| // Sequence(0..pair-1)->forall( i | arr[i]<=arr[pair] ) R»l
1
| // Sequence(0..pair-1)->forall( i | arr[i]<=arr[pair] ) R

pair = pair + 1;
// Sequence(0..pair-2)->forall( i | arr[i]<=arr[pair-1] )

// Sequence (0..pair-2)->forall( i | arr[i]<=arr[pair-1] )
if (arr[pair-1] > arr[pair]) {

// Sequence(0..pair-2)->forall( i | arr[i]<=arr[pair-1] )

//££ and arr[pair-1]>arr[pair]

temp = arr[pair-1];

// Sequence(0..pair-2)->forall( i | arr[i]<=temp )

//££f and temp>arr[pair]

arr[pair-1] = arr[pair];

// Sequence (0. .pair-2)->forall( i | arr[i]<=temp )

//££f and temp>arr[pair-1]
arr[pair] = temp;

// Sequence(0..pair-2)->forall( i | arr[i]<=arr[pair] )
//££f and arr[pair]>arr([pair-1]

// Sequence(0..pair-1)->forall( i | arr[i]<=arr[pair] )

}

// Sequence(0..pair-1)->forall( i | arr[i]<=arr[pair] )

// Sequence(0..pair+l-2)->forall( i | arr[i]<=arr[pair+l-1] )
pair = pair + 1;

// Sequence(0..pair-2)->forall( i | arr[i]<=arr[pair-1] )

< Begriindung: Anwendung der Regel fiir einseitig bedingte Anweisung

Sequence (0. .pair-2)->forall( i | arr[i]<=arr[pair-1] ) QEF B - R
and arr[pair-l]<=arr[pair]
implies ( Sequence (0..pair-1)->forall( i | arr[i]<=arr[pair] ) )

< Begriindung: Umformung (Vorbereitung fiir Zuweisungsaxiom)
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BubbleSort: Beweis des Teilproblems

// Sequence(0..pair-2)->forall( i | arr[i]<=arr[pair-1] )
if (arr[pair-1] > arr[pair]) {

// Sequence(0..pair-2)->forall( i | arr[i]<=arr[pair-1] )

//££ and arr[pair-1]>arr[pair]

temp = arr[pair-1];

// Sequence(0..pair-2)->forall( i | arr[i]<=temp )

//££f and temp>arr[pair]

arr[pair-1] = arr[pair];

// Sequence(0..pair-2)->forall( i | arr[i]<=temp )

//££f and temp>arr[pair-1]
arr[pair] = temp;

// Sequence(0..pair-2)->forall( i | arr[i]<=arr[pair] )
//££ and arr[pair]>arr[pair-1]

// Sequence(0..pair-1)->forall( i | arr[i]<=arr[pair] )

}

// Sequence(0..pair-1)->forall( i | arr[i]<=arr[pair] )

// Sequence(0..pair+l1-2)->forall( i | arr[i]<=arr[pair+l-1] )
pair = pair + 1;

// Sequence(0..pair-2)->forall( i | arr[i]<=arr[pair-1] )

< Begriindung: Umkehrung der Substitution [ pair+1/pair ]
gemdll Zuweisungsaxiom q.e.d
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Zusammenfassung Zusicherungskalkiil

< Der Zusicherungskalkiil ermdglicht formale Beweise (Verifikation) von
Programmeigenschaften,

¢ z.B. Einhaltung von Vertrdgen durch Methoden.

+ Programmzustdnde werden durch Pridikate charakterisiert,
Programmeigenschaften durch Formeln der Art {Q} S {R}.

< Die Axiome und Inferenzregeln ergeben sich aus dem induktiven
Aufbau des Programmes.

< Das Programm wird um Zusicherungen ergéinzt (annotiert), deren
Giiltigkeit
¢ sich aus den Axiomen und Regeln ergibt (in der Phase des
Annotierens) bzw.
+ mit den Axiomen und Regeln abgeleitet werden kann.

< Um geeignete Zusicherungen angeben zu kénnen, bendtigt man die
Kenntnis liber die Idee beim Algorithmen-Entwurf.

< Implementierung und Verifikation miissen also Hand in Hand erfolgen.
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Nachteile des Zusicherungskalkiils

< Die Zusicherungen werden sehr schnell sehr grof3;

+ z.B. werden die Invarianten von verschachtelten Schleifen in der
innersten Schleife alle mit and verkniipft.

< Der Ansatz ist global:

¢ der Beweis eines Teilprogrammes kann nicht isoliert von den
Zusicherungen der umgebenden Programmkonstrukte erfolgen.

< Kleine Anderungen am Programm machen den Beweis ungiiltig;

+ sie machen oft groBe Anderungen an den Zusicherungen
erforderlich.

< Grofle Programme konnen in der Praxis nicht vollstdandig verifiziert
werden.
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Uberwachung von Vertriigen: Zusicherungskalkiil vs. Ausnahmen

Zusicherungskalkiil Ausnahmen
gut geeignet flir die Garantie von die Uberpriifung von
Nachbedingungen bei Vorbedingung bei
« sicherheitskritischen unsicheren
* nicht umfangreichen * Benutzern
* oft verwendeten * Umgebungen
Methoden
zusitzlicher Aufwand keiner vorhanden
wihrend der Laufzeit
zusétzlicher Aufwand sehr grof3 vorhanden
wihrend der Entwicklung
Aufwand bei Anderung sehr groB sehr gering
der Implementierung
Abhiingigkeit von der sehr grof sehr gering
Implementierung
Einsatz in der Praxis nur fiir Teilbereiche ja
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