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Uberblick iiber den Vorlesungsblock

< Rubrik Sonstiges
< Reprasentation vs Information
< Interpretation
% Semantische Aquivalenz
< Informationssystem
< Boolesche Algebra
< Termersetzungssysteme
— Algorithmen als Termersetzungssysteme
< Termersetzungsregeln
< Korrektheit von Termersetzungssystemen
< Aussagenlogik
< Literatur: Broy: Kapitel 1 - 3 oder Goos: Kapitel 1- 4.
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Rubrik Sonstiges

< Ablegen der Folien auf der Info 1 Hausseite hat gestern nur fiir
eine Stunde geklappt. Wir versuchen es noch mal.

< Vielen Dank fiir die Vorschliage, die Folien ins Netz zu bringen.
Von denen, die die Zusatzaufgabe gelodst haben:

— Preistrager werden am nichsten Montag bekanntgegeben.

<+ Am Freitag, den 17. November, ist der Tag der Informatik.
Die Tutorgruppen enden um 14:00 Uhr. Studenten in Gruppen, die
regulidr danach beginnen, sollten sich zu fritheren Gruppen gesellen
(auch am Donnerstag).

<+ Der Wellen-Algorithmus

< Die Welle 1st auch in der Info 1 Hausseite zu finden
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Reprdisentation versus Information

< Wir haben bisher Zeichenketten fiir Strichzahlen betrachtet:

— Il N+ [ =11

— <> <> * <> = <IlHH>
< Warum haben wir zwel verschiedenen Reprasentationen gewihlt?
< Was bezeichnen wir mit |l und <ll[>? Die Zahl 3?

<+ Es 1st schwer die Zahl "3" zu beschreiben, denn auch 3 ist eine
Représentation!

< Plato wiirde sagen: Die natiirlichen Zahlen, von denen "3" ein
Mitglied 1st, sind eine Idee (dhnlich wie "Schonheit" eine Idee 1st).
Die natiirlichen Zahlen existieren, sie sind genauso real wie dieser
Tisch hier, aber man kann nicht auf sie zeigen.

— |ll, <llI>und 3 sind verschiedenen Reprisentationen (Plato:
Schatten) der Idee "natiirliche Zahl 3".

— Statt "Idee" benutzen wir den Begriff "Information".
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Nachricht, Reprasentation, Information

< Signal: Die Darstellung einer Mitteilung durch die zeitliche Verdanderung einer
physikalischen Grofe.

— Beispiel: Akustische Welle, Lichtwelle, elektromagnetische Welle.

< Inschrift: Die dauerhafte Darstellung einer Mitteilung auf einem
physikalischem Medium (Schrifttriger).

— Beispiel: Aufzeichnung auf einer CD, auf einem Stiick Papier, auf einem
Magnetband.

< Nachricht: Eine Mitteilung, bei der wir von dem Ubertragungsmedium und der
Darstellung durch Signale oder Inschriften abstrahieren (Eine Nachricht ist
entweder eine Signal oder eine Inschrift).

— Beispiel: Es interessiert uns bei der Mitteilung nicht, ob sie per Fax, E-Mail
oder mit der normalen Post gekommen ist.

< Reprasentation: Die duBlere Form einer Nachricht

<+ Information: Der abstrakte Gehalt einer Nachricht.
Auch: Die Bedeutung (Semantik) einer Nachricht.
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Formen von Nachrichten

< Reprisentation ist die dullere Form der Darstellung einer
Nachricht. Mogliche Formen sind

— Ausdriicke (z.B. <lllI>, [, 3)

— Graphiken (z.B. Klassendiagramme, Instanzdiagramme)
— Anweisungen (z.B. 79° C,79° F)

— Aussagen (z.B. "Heute 1st Sonntag", "Heute 1st Montag")
— Nachrichten (z.B. "Ich brauche Hilfe")

— Piktogramme oder Ikonen ( z.B. ,)
|

< Hinter jeder Repriasentation miissen wir die eigentliche Information
finden.
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Information: Die Bedeutung einer Reprdsentation
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Drei verschiedene Repriasentationen derselben Information:
»Ich bin in Not. Ich brauche sofort Hilfe!*
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Interpretation, Informationsbezugssystem

< Definition Interpretation: Der Vorgang der Ermittlung der
Information aus einer Reprisentation. Geschieht normalerweise
— Statisch durch ein Worterbuch: Auflistung Nachricht, Information

— oder prozedural durch eine Interpretationsvorschrift, die fiir jede Nachricht
die jeweilige Information liefert.

< Definition Informationsbezugssystem: Die Menge der Gegenstéande
und Beziehungen zwischen Gegenstdnden, die notig sind, um
Information aus einer Reprasentation zu ermitteln.

< Das Informationsbezugssystem wird oft nicht explizit genannt, da es
aus dem Zusammenhang klar wird. Beispiele:
— 79° bedeutet 79° Fahrenheit, wenn ich in den USA bin.
— 79° bedeutet 79° Celsius, wenn ich in Italien bin.
— ,,Was ist Deine Position?‘ bedeutet
+ 1n einem Navigationssystem: ,,Was sind Deine x-/y-/z-Koordinaten*
¢ 1n einem Organisationssystem: ,,Was ist Dein Rang in der Hierarchie?*
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Interpretationen als Abbildungen

< Nicht jede Reprisentation stellt eine Information dar: | @#S$
Informationen ohne Repréasentationen sind auch nicht sinnvoll.

— Fiir die Verarbeitung von Informationen durch Informatiksysteme
wird immer eine Reprisentation benotigt.

< Wir konnen den Begriff Interpretation auch als mathematische
Abbildung modellieren:

— Sei R eine Menge von Reprisentationen, und A eine Menge von
Informationen.

— Die Interpretation I : R — A ordnet der gegebenen Reprisentation
r einer Nachricht eine Information I[r] zu.

< Definition: Wir bezeichnen (A, R, I) auch als Informationssystem,
R heillt Reprasentationssystem, A nennt man semantisches Modell.

— Beispiel: {1,2,3, ...}, {l,IL 1, ...} sind Elemente des
Reprisentationssystems R flir die natiirlichen Zahlen.
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Semantische Aquivalenz

<+ Haufig gibt es verschiedene Repriasentationen fiir dieselbe
Information. Wir nennen diese Repridsentationen dann semantisch
aquivalent.

< Definition: In einem Informationssystem (A, R, I) heilen zwei
Représentationen rl, 12 € R semantisch dquivalent, falls sie die

gleiche Information darstellen:
—I[r1] = I[r2]

4]

rl r2
(0

SOS

J

I[rl] = Ich brauche Hilfe!" I[r2] = "Ich brauche Hilfe!"
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Aussagenlogik

< Wir hatten gesagt, dass Nachrichten in verschiedenen Formen
auftreten (Folie 5)

< Eine der wichtigsten Formen von Nachrichten sind Aussagen.
< Beispiele von Aussagen:

— ,,.Der neue USA Prisident ist gewahlt.”

— ,,Das Oktoberfest 1st immer im Januar."

—,,Es 1st 79 Grad.*

< Aussagen beziehen sich immer auf ein bestimmtes System, d.h. die
Komponenten und ihre Beziehungen untereinander.

— Definition: Wir nennen das System im Zusammenhang mit
Aussagen das Bezugssystem.

< Fir ein feststehendes Bezugssystem ist eine Aussage entweder
wahr oder falsch.
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Aussagenlogik

< Nicht alles was wie eine Aussage aussieht, 1st auch eine:
< Beispiel: "Ich liige" 1st keine Aussage:

— Nehmen wir an die Aussage "Ich liige" ist wahr, dann fiihrt sie zum Widerspruch,
denn ich liige, als muf} die Aussage falsch sein.

— Nehmen wir an die Aussage "Ich liige" ist falsch, dann fiihrt sie auch zum
Widerspruch, denn dann liige ich ja nicht, also muf} die Aussage wahr sein.

< Derartige Paradoxien konnen wir vermeiden, indem wir Aussagen
vermeiden, die sich auf sich selbst beziehen.

< Zusitzlich werden wir ein eingeschrinktes Reprasentationssystem
definieren, indem wir nur "wohlerzogene" Aussagen zulassen.

< Die Definition von "wohlerzogenen" Aussagen ist dhnlich der
Definition der syntaktisch korrekten Terme einer Algebra.
In der Tat definieren wir die Aussagenlogik als Algebra.
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Das kleinste moglichen Informationssystem

< In einem Informationsssystem (A, R, I) 1st R eine Menge von
Reprisentationen und A eine Menge von Informationen.

< Wir schauen uns jetzt eines der kleinsten Informationsssysteme an,
namlich das, in dem A nur 2 Elemente hat.

Diese Elemente werden oft unterschiedlich bezeichnet:
o {Wahr, Falsch}

¢ {True, False}
+ {L,O}
¢ {Ja, Nein}
< Wir verwenden die Menge {True, False}.
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Boolesche Algebra

< Wir konnen {True, False} als Teilmenge der Elementaroperanden einer
Algebra sehen, der sogenannten Booleschen Algebra.

< Zur Erinnerung: A = (M, X, Q) heilit eine konkrete Algebra, wenn

— eine Signatur 2, eine Menge X von Elementaroperanden, eine Menge
von korrekten Termen und eine Triagermenge M mit X & M gegeben
1st

—und wenn es zu jeder Operation f € X eine konkrete Funktion
fy i M — M gibt, fiir welche die Gesetze von Q gelten.

4 Schritte zur Definition einer Booleschen Algebra B = (M,Z, Q):

1. Wir bestimmen zunichst die Elementaroperanden und Signatur X.

2. Dann definieren wir die Menge aller booleschen Terme.
3. Dann definieren wir die konkreten Funktionen iiber einer Trigermenge.
4. SchlieBlich definieren wir die Gesetze Q.
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1. Schritt: Definition der Signatur

Elementaroperanden ID = {a, b, ¢, X, y, z}

— Die Elementaroperanden werden auch Identifikatoren oder
boolesche Variable genannt.

=1
false, (Konstante)
true, (Konstante)
=: ID — ID, Negation (Einstellig)
A ID x ID — 1D, And (Zweistellig)
v: ID xID — ID, Or (Zweistellig)
=:ID x ID — ID, Implikation (Zweistellig)
<:IDxID — ID, Aquivalenz (Zweistellig)

}
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2. Schritt: Korrekte Boolesche Terme

< Definition: Die Menge der (syntaktisch korrekten) Booleschen
Terme 1st dann wie folgt definiert:

— true und false sind Boolesche Terme
— Alle Elemente von ID sind Boolesche Terme
— Ist  ein Boolescher Term, so ist auch —¢ ein Boolescher Term

— Sind ¢/ und 2 Boolesche Terme, dann sind auch 7/ v t2 und ¢t1 » ¢2
Boolesche Terme

— Sind ¢/ und 2 Boolesche Terme, dann sind auch ¢/ = 2 und
t]1 < t2 Boolesche Terme.
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Beispiel von Booleschen Termen

(xXVvy) xAy) (true v false)
(xvy)r(yvx)

< Um unnotige Klammern zu vermeiden, fithren wir Prioritdten von
Operationen ein:

— Der Negations-Operator — bindet stirker als die binédren
Operationen A, v, = und <

— Der Operator » bindet stirker als v.
— Am schwichsten binden die Operatoren = und <

XVYy XAy true v false
(xvy)*(yvx)
XVyAyvx
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3. Schritt: Definition der konkreten Funktionen

< Bisher haben wir Boolesche Terme als syntaktisch korrekte Terme
gesehen.

< Der Hauptzweck von Boolesche Termen 1st aber die
Repriasentation von Information.

— Wir wollen also jedem Booleschen Term einen Wahrheitswert
zuordnen.

— Um das zu machen, brauchen wir allerdings zunichst einmal

einen prazisen Begriff fiir die Interpretation von Booleschen
Termen.

< Zur Auffrischung: Die Interpretation I : R — A ordnet der

gegebenen Reprisentation r einer Nachricht eine Information I[r]
Zu.

— Fiir A verwenden wir die Menge B der booleschen
Wahrheitswerte. Wir benutzen dabei folgende Definition:
B = {O,L}
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Abbildungen zwischen Wahrheitswerten

—:B—B v:iBxB— B ArBxB—B
0= 1L Ov 0 =0 OAO: o)
-L=0 OV L =1L oOANL = O

LV O = L LAO= 0
. .BxB—B <:BxB—B
0= L =1L 0< L = O
L = 0 = 0 L O = 0
L = L = L L< L = L
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Interpretation von Booleschen Termen

Definition: Eine Abbildung [: ID — IB, die jedem Element aus ID
einen Wahrheitswert zuordnet, heilit Boolesche Belegung.

<« Beispiel einer Belegung | fiir <« Beispiel einer anderen Belegung [,
ID ={a)b,c,x,y, z}: fiir ID = {a,b,c, X, Yy, z}:
- Blal=L - B, [a]=0
- BIbl=0 - B, [b]=0
- Ble]=L - By le]l=L
- BIx]I=L - B [xI=0
- plyl=L - B lyl=0
- Blz] =L - B, [z]=0

* Die Menge aller Belegungen heil3t ENV. Also: B, 3,€ ENV.

e Fiir eine gegebene Belegung [ 148t sich nicht nur den Elementen aus
ID, sondern jedem Booleschen Term ein Wahrheitswert zu ordnen.

* Wir definieren dafiir die Interpretation I
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Interpretation 1; von Booleschen Termen
< L[True] =L I;[False] =0

< L[x] = P(x) dh.fir alle Elemente aus ID ist der Wahrheitswert
der Wert, der sich aus der Belegung 3 ergibt.
— Fiir unsere Beispiel Belegung 3: I;[a] = [a] =L
# L[At] = = (I, [t)

— d.h. wir finden den Wahrheitswert von =¢, indem wir den
Wahrheitswert von Term ¢ finden, und 1thn dann negieren
(mit der Wahrheitstafel fiir Negation auf Folie 20).
o Lltl vi2] = L[tl] v L[t2]

— d.h. wir finden den Wahrheitswert von ¢/ v 2, indem wir die
Wahrheitswerte von Term t1 und t2 finden, und sie dann mit
Hilfe der Wahrheitstafel fiir v verkniipfen.
< Lltl A 2] = Tg[tl] A Lg[t2]
< L[tl = t2] = L[tl] = L[t2]
+ L[t] < 2] = L[tl] < L[t2]

Alles klar? '

Einfiihrung in die Informatik I TUM Wintersemester 2000/2001
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Interpretation I,von Booleschen Termen

% IB[True] =L IB[False] =0

+ Ig[x] = B(x) d.h. fiir alle Elemente aus ID ist der Wahrheitswert der
Wert, der sich aus der Belegung [3 ergibt.

— Fiir unsere Beispiel Belegung p: Iﬁ@ =P [a] =L

< B fiir ID ={ab,c,X,y, z}:
- B lal=L
- B [b]=0
~- B le]=L
- B IxI=L
- pPlyl=L
- plz]=L
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Abbildung von Booleschen Termen
Signatur [ = {True, False, 7, v, A, =, =} -

[;[True] =L [I;[False] = O

alk

B(x) IB[ 2 X]

O
L

=

B BY)

O O

= = O
= O
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\ A
Bx) B(y) | Ll x vyl B(x) B(Y)| Lylx Ayl
L O o O O O 0O
0 0 L L O L o)
L 0 L L 0] 0
L L L L L L
<
fplx = y] BX) B(y) [Tl x < y]

L o o -

L Q) L 0)

0 Lo 0

L O >
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Vereinfachte Schreibweise fiir Wahrheitstafeln

+ Die Symbole fiir Belegung 3 und Interpretation I;werden in
Wahrheitstafeln aus Ubersichtlichkeitsgriinden nicht gezeigt

A,

=3 \ &
X — X
O L
L O

- .
X Yy =
O O L
O L L
L O O
L L L
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= =0 O
= O QO w
= O <

= =0 O

= =0 O
= O Of w
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Semantische Aquivalenz Boolescher Terme

<+ Wiederholung der Definition der semantischen Aquivalenz
— Folie 9 <

< Definition: Zwei boolesche Terme t1, t2 heissen semantisch
aquivalent, falls sie fiir alle moglichen Belegungen § € ENV
beziiglich der eben definierten Interpretation Ig gleich sind:
o [g[t1] = I5[t2]

< Da bei semantischer Aquivalenz die Gleichheit unabhiingig von der
Belegung ist, schreibt man auch

o I[t1] =I[t2]
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4. Schritt: Definition von Booleschen Gesetzen

True = (x v 7x) Gesetz fiir True
True = ~False Gesetz fiir False
—mX = X Involutionsgesetz
xANy=yAx Kommutativgesetz
xAy)Az=xA(yAr2z) Assoziationsgesetz
xAx=x Idempotenzgesetz
XV(yAny)=x Neutralitatsgesetz
xMN(yvx)=x Absorptionsgesetz
xA(yvz)=(xAy)v(xAz) Distributivgesetz

A(x Ay) =(x) v (ny) DeMorgan's Gesetz
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Dualitdtsprinzip

< Flir Boolesche Gesetze gilt das Dualititsprinzip:

— Ein Boolesches Gesetz gilt auch, wenn wir True mit False und
gleichzeitig A mit v vertauschen.

< Beispiele:

True = (x v 7x) (Gesetz fiir True)

False = (x A =x) (Anwendung des Dualitatsprinzips)
Xv(yAry)=x (Neutralitatsgesetz)

XxA(yvay)=x (Anwendung des Dualititsprinzips)

A(xAy)=(x)v(y) (De Morgan's Gesetz)

A(xvy) =(x) A (ny) (Anwendung des
Dualitatsprinzips)
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Aquivalenz und Implikation sind Abkiirzungen

< Die Operatoren < (Aquivalenz) und = (Implikation) sind selbst
Abkiirzungen. Wir definieren folgende Gleichheiten:

—tl =12=-tlvi2
—tl < R2=(IN2)v (-t N12)

< Wir konnen noch einen Schritt weitergehen. Der Operator A (And)
kann vollstandig mit den Operatoren = (Negation) und v (Or)
geschrieben werden.

—tI N2 == (—tl v —t2)

< Der Operator v (Or) kann vollstidndig mit den Operatoren —
(Negation) und * (And) geschrieben werden konnen.

—tlvit2=-(—tl N=t2)

< Wir sagen auch, v und # verhalten sich dual zueinander.
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Wie finden wir semantische Aquivalenz? 11/14/00

<+ Mit Wertetafeln:

— Durchprobieren aller Belegungen f3 fiir alle moglichen Werte
der Booleschen Terme.

— Dies 1st sehr zeitaufwendig be1 komplizierten Termen

+ Bei n Identifikatoren miissen wir 2" Belegungen
durchprobieren.

< Durch Termersetzungsysteme:

1. Wir vereinfachen die Terme durch Anwendung der
Booleschen Gesetze:

+ Hierzu betrachten wir die Booleschen Gesetze als Regeln
eines Textersetzungssystems.

2. Wir wenden die sogenannte Substitutionsregel an:

+ Diese Regel gestattet es, freie Identifikatoren durch Terme
Zu ersetzen.
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22

Giiltigkeit der Gesetze am Beispiel Absorptionsgesetz

Wir beweisen, dall x A (X v y) = x semantisch dquivalent sind

. Px) By)| Llx vyl [i[x A (x v y)]
Wahrheitstabelle o o p o
O L L O
L O L L
L L L L

Unter Weglassung der Belegung 5 und Interpretation Ig:

Wahrheitstabelle

X y XVYy xMN(XVYy)
O O O O
O L L O
L O L L
L L L L
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Vereinfachung von Booleschen Termen
< Eingabe: y A -y
< Ableitung:

yAay =y Ay (Kommutativgesetz)
=y Aoy (Involutionsgesetz)
= - (yvy) (DeMorgan)
= - (true) (Gesetz fiir True)
= false (Gesetz fiir False)

< Also: y A =y = false.
— Wir arbeiten hier rein syntaktisch, d.h. die Ableitung geschieht nur
unter Anwendung von Booleschen Gesetzen.
< Wir konnen noch einen Schritt weiter gehen:

— Wir interpretieren y A =y und false als Boolesche Terme und

sehen, daf} die Ableitung y A =y = false bei jeder Belegung den
Wert O ergibt, das heil3t, die Aussage y A =y ist falsch.
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Maschinelles Beweisen

<+ Was wir auch gemacht haben, ist aus gegebenen Booleschen
Gleichungen durch Anwendungen von Gleichungen (die wir Gesetze
nennen) andere Boolesche Gleichungen zu gewinnen.

— Dies 1st die zentrale Idee hinter Theorembeweisern, d.h. dem
maschinellen Erstellen von Beweisen.

% Wir verwenden dabei die Tatsache, da = eine Aquivalenzrelation ist:
— Reflexivitat: t =t
— Symmetrie: Gilt t1 = t2, so gilt auch t2 = tl
— Transitivitit: Gilt t1 = t2 und t2 = t3, dann gilt auch t1 = 3

< Rein syntaktisch haben wir gezeigt, dall wir y A =y = false ableiten
konnen. Durch Anwendung der Definition der Interpretation fiir
Boolesche Terme (Folie 23) konnen wir dann zeigen dall y A =y = false
gilt, d.h. beide Seiten der Gleichung bleiben bei jeder Gesetzanwendung
semantisch dquivalent.
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Definition Boolesche Algebra

< Definition: Eine Struktur K = (IB, 2, Q) mit
— der Tragermenge B = {O, L),
— der Signatur 2 = {False, True, =, A, v, =, <},

— wobel jede Operation f € X durch die Wahrheitstafeln auf
Folie 23 definiert ist

—und den Gesetzen Q auf Folie 26
ist ein konkretes Exemplar einer Booleschen Algebra
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Substitutionsregel fiir Boolesche Terme

Gilt die semantische Aquivalenz fiir die boolesche Gleichung?
(WAK) A= (whz)==(whz) N (WAK)
Ja, denn sie ist ein spezieller Fall des Kommutativgesetzes
xNy=yArXx
Wir erhalten diesen Spezialfall indem wir den Identifikator x durch
den Term w A k ersetzen, und den Identifikator y durch den Term -

(w N z).
Wir schreiben:
[WAk/X, = (WAZ)/y]
und lesen :

Substitution von x durch w2k und y durch =(w”z).
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Definition Substitution bei Booleschen Termen

< Definition: Seien ¢/ und t2 Boolesche Terme mit freien
Identifikatoren ID und sei x ein Identifikator.

Dann bezeichnen wir mit

t1[t2/x]

den Term, den wir aus ¢/ erhalten, indem wir den Identifikator x an
allen Stellen 1n ¢/ durch den Term 2 ersetzen.

< Beispiel:
— (x A (my))[False/x]
— bedeutet: Ersetze alle X in dem Term x A (= y) durch False.

< Wir konnen die Substitutionsregel be1 der Ableitung von
Booleschen Gleichungen verwenden. Das heildt es gilt:

— (x A (my))[False/x] = (False A (-my)) (Substitutionsregel)
— = False (Eigenschaft von /)
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Zusammenfassung

< Reprasentation vs Information
< Eine besondere Gleichheit: Semantische Aquivalenz
< Boolesche Terme
< Interpretation von Booleschen Termen
< Boolesche Gesetze
< Vereinfachung von Booleschen Termen
< Wahrheitstafeln
< Substitutionsregel fiir Boolesche Terme
< Als ndchstes:
— Termersetzung tiber allgemeine Terme

— Termersetzungssysteme
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